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Barem - SENIORI
NOTA: FIECARUI SUBIECT I SE ATRIBUIE UN PUNCT DIN OFICIU. ACEST PUNCT
ESTE MARCAT IN DREPTUL FIECAREI PROBLEME CAREIA 1 SE ACORDA DE LA

SUBIECTUL RESPECTIV.
BAREMUL ESTE ORIENTATIV.
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SUBIECTUL I:

1. Prin perioadd a unui orologiu se intelege intervalul de timp in care indicatia orologiului

evolueaza cu 24 de ore. Astfel un orologiu obisnuit de timp legal trebuie sa aibd o perioada de 24" far
unul de timp sideral are perioada de 23" 56™ 4°,1.
Un orologiu special este instalat la bordul unui satelit artificial care are planul orbitei in planul
ecuatorului Pamantului, pe o traiectorie circulara de altitudine 1000km. Acest orologiu este reglat
astfel incat sa indice mereu timpul sideral al punctului de pe ecuator la al carui zenit se gaseste. Care
este perioada acestui orologiu?

(5 puncte)
Barem de notare:
Perioada satelitului este data de legea a 3-a a lui Kepler generalizata:
47’ \/ s 4r1°
P=,/(R+H) = J(R+H) —/—, 1 punct
\/ (R+H) e (R+H) (1 punct)

unde R este raza Pamantului, M-masa Pdmantului, g acceleratia gravitationala iar K este constanta
atractiei gravitationale.

Dacd g =9.81m/s’ iar R =6378Km se obtine P =6303.31s=1.75h. (1 punct)

Perioada orologiului este egala cu perioada satelitului. (1 punct)

Aceastd afirmatie trebuie demonstrata, fie analitic, fie din considerente geometrice Tn urma unui
rationament riguros de tipul:

- dupa o perioada siderala punctul deasupra caruia se va afla satelitul va avea acelasi timp sideral
local ca si punctul de pornire

- nici un alt punct de pe traiectoria corespunzatoare unei perioade siderale nu se bucura de aceasta
proprietate. (2 puncte)
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Analitic, demonstratia poate fi facuta astfel:



Sa consideram miscarea satelitului pe un interval de timp legal At de deasupra punctului A de pe
ecuator, pand deasupra punctului B de pe ecuator. Vom calcula diferenta de timp sideral indicata de
satelit Tn acest interval, A@ . Perioada ceasului, T, va fi (regula de trei simpla):

T= 24h%f ) (0.5 puncte)

Intr-un sistem de referinta neangrenat in migcarea de rotatie a Pamatului, in acest interval, satelitul

descrie un arc de cerc de Aa, =360° %

Notand cu P, ziua siderala, observam ca Pamantul descrie in acelasi interval arcul

Aa, =360" At ) (0.25 puncte)
P@
Diferenta de longitudine dintre AsiBvafi: L; - L, =Aq, —Ac,. (0.25 puncte)

In intervalul de timp At, in ambele locatii se scurge un interval de timp sideral:
~366.2422 Al

’ 3652422
Notand 6,, timpul sideral in A atunci cand satelitul trece pe deasupra sa si cu 6, timpul sideral in B

atunci cand satelitul trece deasupra acestuia.
Vom avea atunci:

O =6, +Lg—L,+AG,,
11 j 366.2422

de unde: AO=6,,-0,,=24"| ——— |At+————
365.2422

0.5 puncte
P P 0Sp )

Avand in vedere faptul cd P, = 24" 3652422 se obtine A@ = 24" At (2). (0.5 puncte)
366.2422 P

Din (1) si (2) se obtine T=P.

2. Intr-o zi, un curier va bate la usa unui laborator de fizica pentru a livra un colet pe care
scrie: ,,Kit de instalare a gaurilor negre, manevrati cu grija”. Imediat dupa livrarea coletului ar fugi
cat l-ar tine picioarele. Insa curierul nu a citit toate indicatiile de pe colet: ,,Pentru cititorii ingrijorati:
gdurile negre optice sunt sigure.”

In anul MMMXXXLLL din viitor, omenirea a invitat si creeze giuri negre din asteroizi,
pentru a elimina pericolul iminent de ciocnire a Pamantului cu un asteroid. Care ar fi diametrul unei
astfel de giuri negre, creatd dintr-un asteroid cu masa de 9.1x10'°kg ? De cati asteroizi de acest tip



ar fi nevoie pentru a crea o gaura neagra ce ar modifica energia unui foton provenit de la o stea
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ocultatd gaura neagrd cu 50%?
(4 puncte)
Barem de notare:

fie M - masa asteroidului
Raza unei gauri negre este data de raza sa Schwarzschild (asteroidul trebuie sa “colapseze” in

interiorul razei sale Schwarzschild, pentru a se transforma in gaura neagra):
2KM

S C2

, unde K este constanta atractiei universale (1 punct)

Pentru asteroidul considerat avem se obtine I, =13.57-10°m, unde s-a considerat

K =6.67-10""'m’kg~'s™, iar viteza luminii ¢=2.99-10°m-s™".

Deci diametrul gaurii negre va fi: D =27.14-10"m (1 punct)
Variatia lungimii de unda datorata campului gravitational:
AL GM 1 . A=A
— =———=—,adica =—, 0.5 puncte
AWM, 2 a2 (0.5 puncte)
2
C
. N . E 3
De unde se obtine raportul energiilor (initiala si finala) E—' ==,
f
. 2
deci E; =—E, =66%E; .
3
Pentru n asteroizi si un raport — =50%, se obtine n = =1.66. Deci ar fi nevoie de 1.66
E, In0.66
asteroizi pentru a se modifica energia fotonului cu 50%. (0.5 puncte)

+ 1 punct din oficiu

SUBIECTUL 11

1. Astronomii coreeni si-au lansat primul satelit artificial, pentru a transmite cantece
patriotice in Sistemul Solar. Pentru o mai buna receptare a cantecelor, satelitul se roteste in jurul
Pamantului pe o orbita eliptica, aflata in planul eclipticii. Urmarind traseul satelitului, cercetdtorii au
descoperit un lucru interesant: cand satelitul se afla la perigeul orbitei sale, distanta sa fatd de
Pamant este aceeasi cu distanta medie Intre loo si Jupiter (421600 km). Netindnd cont de influenta
Lunii, determinati maximul excentricitatii posibile a orbitei satelitului.

(7 puncte)
Barem de notare:
Presupunem ca apogeul orbitei satelitului se afla in interiorul punctelor Lagrange ale sistemului
Pamant-Soare (altfel orbita sa ar fi instabila, transformandu-se in orbita heliocentrica). (1 punct)



Aceste punce se rotesc in jurul Soarelui cu aceeasi viteza unghiulara @, ca si Pamantul.
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Ecuatia de miscare a punctelor Lagrange va fi:

KM Km
R @ CRD
iar ecuatia de miscare a Pamantului este data de: '\2/| =w’R,

unde a-apogeul orbitei satelitului,
R-distanta Soare-Pamant
K-constanta atractiei universale
M- masa Soarelui
m-masa Pamantului

Tinand cont de faptul ca a < R, din cele doua ecuatii se obtine:
KM KM 2GMa . 3GMa Gm

= + si =——, de unde 2 puncte
(R-ay R R R & (2 puncte)
m 3 6
a=R|—| =1.497-10°km. (2 puncte)
3M
. . a-p
Excentricitatea orbitei va fi e = =0.55 (1 punct)

a+p
+ 1 punct din oficiu

2. Un avion supersonic zboara din Greenville, Texas (latitudine 33° 06' N, longitudine 96° 12!
V) la Los Angeles, California (latitudine 33°54' N, longitudine 118°24' V) urmand traiectoria de
distantd minima dintre cele doud aeroporturi. Altitudinea avionului este 10 km si viteza sa fata de sol
este 1400 km/h. O anumita stea este vizibild pe fereastra avionului pe toatd durata zborului intre cele
doua localitati.
a) Daca zborul ar fi continuat pe aceeasi traiectorie, dupa cat timp de la plecarea din Los Angeles si
la ce longitudine ar fi ajuns avionul deasupra ecuatorului Pdmantului?
b) Care este valoarea minima posibild pentru declinatia stelei?
Suprafata Pamantului se va considera a fi o sferd de raza 6370 km.

(7 puncte)

Barem de notare:

Traiectoria de cea mai scurta este cercul mare care trece prin punctele A si B, planul acestuia

continand centrul Pamantului.



R ASTRONOMIE
YORZHONISY

Notam A = punctul de pornire, B = destinatia, C = intersectia traiectoriei cu ecuatorul, P = polul nord

al Pamantului, M = punctul de latitudine maxima a traiectoriei. L longitudinile, ¢ latitudinile.

P

Avem (vezi figura):

on =AA'=33,1°
La=-96,2° A
9z =BB'=339" >
Lg=-1184"
PA=90"- ¢, =56,9"
PB=90"-p, =56,1°
c B’ A

P=L,-Lp=222"
Prin aplicarea formulelor lui
Gauss 1n triunghiul PAB, obtinem:
cosAB = cosPA cosPB + sinPA sinPB cosP
sinAB cosB = cosPA sinPB - sinPA cosPB cosP
sinAB sinB = sinPA sinP
de unde rezultd AB = 18,494°, B = 86,263°. (0.5 puncte)
Triunghiul BB'C trebuie rezolvat in caz unghi-latura-unghi pentru a obtine laturile B'C si BC, ceea
ce presupune utilizarea formulelor lui Gauss pentru unghiuri. Avand insd in vedere faptul ca unghiul
B' este de 90°, precum si acela ca din constructie atat BC cat si B'C sunt mai mici de 180° (deci este
suficientd determinarea sinusului sau a tangentei, nu este nevoie de ambele functii trigonometrice ca
in cazul general), putem calcula aceste laturi i prin utilizarea formulelor lui Gauss obisnuite.
(0.5 puncte)
Astfel, aplicand formula celor cinci elemente, vom obtine:
sin B'C cosB' = cosBC sinBB' - sinBC cosBB' cosB;
de unde, avand in vedere ca B'=90° obtinem:

BB’
cosB

tgBC =

si deci BC = 84,46°. (0.5 puncte)
Apoi, aplicand teorema cosinusului in acelasi triunghi vom avea:

cos B'C = cos BB' cosBC + sin BB' sinBC cosB;
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de unde B'C = 83,32°.

Longitudinea punctului C este:
Lc=Lg-B’C=-201,72°

raspunsul corect fiind 158° 17' longitudine estica! (1 punct)

Timpul scurs din A pana in C se obtine printr-un calcul simplu:

AB+BC)r (6370+10)Km _
180 1400 kr%

At = ( gh11™m (0.5 puncte)

b) Din orice punct din emisfera nordicd, astrul de declinatie minima vizibil este cel care are
culminatia superioara cel mai aproape de punctul cardinal Sud. (0.5 puncte)
Declinatia minimd a unei stele vizibile din avion de la latitudinea ¢ este datd de formula:
5=9-90° -1, - Ao
unde 1o = 34 este refractia orizontald, iar Ao = arccos(R/(R + h))este unghiul cu care coboarad
orizontul la altitudinea h, R fiind raza Pam\ntului.
Deoarece astrul este vizibil tot timpul zborului, declinatia minima se va gasi la latitudinea maxima a
traiectoriei:
Suin = Pmax —90% =Ty — A0 ; (0.5 puncte)
Punctul de latitudine maxima de pe cercul mare al traiectoriei se gaseste la longitudinea
Ly = Lc +90° = -108, 28°
ceea ce inseamna ca latitudinea maxima este atinsa de avion intre A si B! (1 punct)
Valoarea latitudinii maxime este egala cu unghiul de inclinare al planului traiectoriei fata de planul
ecuatorului i este egald cu unghiul C al triunghiului BCB'. Acesta se poate estima cu ajutorul
teoremei sinusurilor in acest triunghi:
sinC B sin B(: 1)
sinBB'  sinBC

de unde ¢, =C =34,08°. Rezultatul final este:

Suin = —59°,42' (1 punct)
Observatii. (1 punct)
1. Avand 1n vedere faptul ca avionul se deplaseaza de la Est la Vest cu viteza de 1400 km/h, el

parcurge in medie 15° pe ord intre A si B si deci are o vitezd unghiulara foarte apropiati de cea a
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Pamantului. De asemenea, deoarece steaua de declinatie minima este la culminatie, miscarea sa
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diurnd aparenta este paralela cu orizontul, pentru un interval de timp variatia Tndltimii sale fiind
minimd. Din acestea rezulta faptul cd miscarea diurnd aparentd a stelei nu afecteaza rezultatul.

2. Refractia orizontala la altitudinea h este mai mare decat ry, dar estimarea acestei diferente nu este
posibila decat prin utilizarea unui model al densitatii atmosferei terestre, iar efectul acestui fapt

asupra rezultatului este nesemnificativ.

SUBIECTUL IIT

Un telescop este instalat pe o monturd orizontald prevazutd cu doud motoare de antrenare
identice, unul responsabil de modificarea azimutului, celalalt de modificarea Inaltimii directiei spre
care este orientat telescopul. Sistemele mecanice care transmit migcarea de la motoare la montura, de
asemenea identice, sunt capabile sa atingd o viteza unghiulard minima de 30°/h, atat in azimut cat si
in inaltime. Sistemul de control al monturii poate varia vitezele unghiulare ale celor doud miscari,
acestea putand lua doar valori care sunt multipli intregi ai vitezei unghiulare minime (30'h).

Cunoscand latitudinea locului de observatie si directia Nordului, sistemul de control este
capabil sd urmareascd migcarea diurna a oricarei stele, prin ajustarea celor doud viteze unghiulare
astfel incat centrul campului vizual (axa optica principald a telescopului) sd rdména cat mai aproape
de cea initiald, Tn momentul pornirii mecanismului. Vitezele unghiulare necesare sunt recalculate de
computer in fiecare secundi. Telescopul este folosit intr-o locatie de latitudine 50° si este orientat
spre o stea care are in acel moment iniltimea de 60° si azimutul de 45° (Nord - Est), mecanismul de
urmarire fiind pornit.

a) Care ar trebui sa fie raportul dintre vitezele unghiulare ale migcarii in azimut §i in altitudine?
b) Care este distanta unghiulard maxima (eroarea de urmarire) dintre centrul cadmpului si steaua
consideratd dupa o secunda de la pornirea mecanismului de urmarire?
(7 puncte)
Barem de notare:
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cerc mic orizontal
-AA cosh  (almucantarat)

a) Metoda 1.
Se observa faptul ca unghiul facut de paralelul diurn al astrului cu almucantaratul este egal

cu unghiul paralactic al astrului, format de cercul vertical si de cercul orar al astrului, cele doua
unghiuri avand laturile perpendiculare.

Daca deplasarea diurna aparenta este descompusa pe directia almucantaratului (directia de inaltime
constantd) si pe directia cercului vertical (azimut constant) vom obtine:

Ah
t = 2 puncte
9.1 AA cosh @p )

termenul cos h datorandu-se faptului ca cercul orizontal este un cerc mic, de raza Rcos h, unde R
este raza (arbitrard) a sferei ceresti.

tgn poate fi gasit din formula celor cinci elemnte si teorema sinusurilor aplicate triunghiului
de pozitie PZS:

sin(90 - §)cos 7 = cos(90 - p)sin (90 - h) - sin(90 - p)cos(90 - h)cos A
sin(90 - ¥)siny = —sin(90 - p)sin A

De unde
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g = cos ¢ SinA
7 singcosh —cosgsinhcos A

Raportul dintre turatiile celor doua motoare va fi:

AA _ 9o _1gh
Ah  sinA  tgA

(1 punct)
Metoda 2.
Daca aplicd formulele lui Gauss triunghiului de pozitie PZS pntru a obtine coordonatele orare, vom

avea:

sin & = sinhsin @ + coshcos@cos A
cosd cos H =sinhcos@—coshsingcos A

cosdsinH =—-coshsin A

Derivad ambii membri ai acestor ecuatii in raport cu H, prin rezolvarea sistemului rezultat putem

calcula derivatele:

S_A =sing —tgh cos Acos ¢
H (2 puncte)

dh .

—— =SIinA cos ¢

dH

Aceste ecuatii pot fi deduse si prin considerarea unor modificari mici dh, dA si dH, aplicarea
formulelor de transformare pentru h+dh, A+dA, H+dH si neglijarea termenilor mici (a termnilor de
ordinul 2 in dh, dA si dH).

Din aceste formule, putem deduce raportul turatiilor celor doud motoare:

da _ 90 _ gh (1 punct)
dh sinA tgA

Prin ambele metode, rezultatul numeric obtinut este: -0,0466567139, valoarea negativa datorandu-se
faptului ca azimutul scade 1n timp ce indltimea creste. (1 punct)

b) In intervalul de timp de 1 secunda

~366.2422

= s =15,041"
365.2422
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de unde rezulta:
AA = (sin @ —tghcos Acos @) AH = -0,3189667"
si
Ah = —sinA cosp AH = 6.8364587" (2 puncte)

Aceste valori pot fi calculate si folosind metoda I, prin descompunerea lui AH in AAcosh si  Ah.

Motoarele de antrenare pot realiza rotatii care sunt multipli intregi ai valorii 30'/h = 0,5"/s. In

intervalul de o secunda antrenarea in azimut va fi valoarea cea mai apropiatd de 0,31989 si anume -
0,5", respectiv 1n inaltime de 7". Se vor obtine erorile de urmarire: A =0.181", oh=0.1635";

distanta unghiulara intre stea si centrul campului putand fi calculata cu aproximatia:

5= \/(5h)2 +(cosh-5A)2 =0,187" (1 punct)

+ 1 punct din oficiu

Nota: - timp de lucru 3 ore.
- fiecare din cele trei subiecte va fi redactat pe cate o foaie de concurs tipizata.



